Ukazky maturitnych otazok z matematiky - DOKAZY

Zaklady matematiky:

1. Vypositajte hodnoty trajlena T(n) = A—8n + 12 pre n=1,2,3,4,5,6,7,8
Vyslovte a dokazte existé&my a vSeobecny vyrok o kladnosti a zapornosti T(n)
2.  Pomocou Vennovych diagramov dokazte:
|AUBUC| =|A +|B|+|C|-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANBNC|
3. Necha,b,OR; a+b+c=0, Dokazte, ze: 3+&b’+c’=3abc
4. Dokazte,ze /2 nie je racionalnéislo.
5. Dokéazte, ze rovnica:v2+x*> =x-1 nema vR kone a rovnica +x°-4x+4=2-x ma
nekonéne vea rieSeni v R.
6. Dokazte, ze sustava nerovnic <8
2x-y=20
X+2y=5 ma jediné rieenie V’RPouZzite grafické znazornenie.
7. Dokazte, Zze ak od trojcifernéhisla oditame jeho ciferny siet, dostanemeislo deliténé
deviatimi. ( trojcifern&islo zapiSte dekadickym zapisom).
8. Doké&zte matematickou indukciou, Ze pre kaziégzene&sislo n plati:
F+2+2+..+2=2(2-1)
Planimetria:
1. MnozZiny bodov danych vlastnosti
a) Dand je priamka a bodAtak, Zze[OApd = 4 cm. Zn&zornite vSetky body, pre ktoré plati:
UAXD = [LXpLE= 5 cm.
b) Dané su kruznic&(S 5 cm) aky(S 3 cm) a bodM, pre ktory platilSM = 4 cm. Dokazte , Ze
existuju také kruznice, ktoré sa dotykaju kruZnick, a prechadzaju bodoM.
2. Zakladné utvary v rovine
Dokazte, Ze existuje kruznica, ktora sa dotyka dar#r6znobeziek a ma dany polomer
3. Vzajomna poloha dvoch priamok, priamky a kruznice,dvoch kruznic
Dokazte existenciu takych kruznic s polomerom g5 ktoré sa dotykaju kruznid€S, 4 cm)
a prechadzaju bodoM, pre ktory platidlSM[= 3 cm.
4. Obvody a obsahy zakladnych utvarov v rovine
Dokazte, Zze obsah kosoStvorca, ktory ma vyskwd8 mm a kratSiu uhlopriku u = 60 mm je
mensi ako obsah Stvorca so stranou rovnakou akdamakosostvorec.
5. Z&kladné prvky trojuholnika

Dokazte, ze vonkajsi uhol trojuholnika sa rovné&wsinutornych uhlov pri zvysnych vrcholoch.
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Uhly v atvaroch

a) Pre vnutorné uhly konvexného StvoruholnABCD plati : a + S+ y= 360. Overte spravnas
tvrdenia.

b) Dokéazte, ze stet va’kosti vSetkych vnutornych uhlov tetivového Stvoruliica ABCD , ktorého
vrcholy leZzia v bodoch, ktoré na obvode hodinovélernika znazatuju ¢isla 2, 5, 6, 10 sa
rovna 360.

Zhodnost’ a podobnog’ Gtvarov
Dokézte, Ze sa da zosttojovnostranny trojuholnik, k&je dana kruznica do neho vpisana a bod na
jeho jednej strane.

Zhodnogst’ a podobnog’ trojuholnikov

a) Dokazte, Ze prigka, ktora spdja paty dvoch vysok v trojuholnikug@dije z neho trojuholnik
podobny danému trojuholniku.

b) Clovek, ktory ma vy3k, sa valal'uje priamou cestou od svietiaceho majaka s vyskou
Dokézte, Ze itka s ti®a¢loveka je priamo imerna vzdialenostilaveka od majaka.

Zhodné zobrazenia v rovine.
Doké&zte na zhodnom zobrazeni, Ze existuje takénghndbrazenie, ktoré zobrazi trojuholnik na
trojuholnik s rovnakou orientaciou ?

Osova a stredova sumernas
Dané su dve kolmé priamky p, q. Aké zobrazenia mm@&dosté zloZenim konéného patu
osovych sumernosti pta p a g ? Dokazte, Ze to budi zhodné zobrazenia.

Posunutie a rotacia

V pravouhlej sustave suradnic st dané bé§hg;5], B[8; 2], C[-2;-5], D[6; -2], §0; 0]. Urte
sGradnice ich obrazov v rotacii : R)S 90°) , b)R(S -90) .

Dokazte, Ze suradnice obrazov danych bodov, buétiagdécisla.

Podobné zobrazenia v rovine
Dokazte, Zze obrazom priamky= x + 4 v rovndahlosti H(A, -2), kdeA(0,0) bude opé&priamka.
Napiste jej rovnicu.

Pytagorova a Euklidova veta
Pre ktoré x je trojuholnik so stranami 7, X, X fktavouhly ? Dokéazte.

Stereometria:

1.

Dana je kockaABCDEFGH. BodyU ,V su stredy hraAE , CG.

a) Dokazte, Ze priamkyU aBV su rovnobezné

b) Dokazte, Z&C je kolmé naBH

Pri dokaze pouzite vety zo stereometridraz kocky vo vinom rovnobeznom premietani ako aj
vypoctova metodu.

Vektory @, b st kolmé na vekto€ . Dokazte, Ze potom aj vektory
a) a+b b) 3a-2b st kolménavektor &
Vyuzite kolmos vektorov pri fadani vSetkych bodoX [x ; vy ; Z], pre ktoré plati:
AX OG; A[3;5;-7] d[4-12]
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Zistite, ¢i je priamkap kolma na rovinu p p={[1-t;2+3;1-2];t0R}
P 4&-12¢-z+11=0
Vypaitajte: a) uhol priamky s rovinou
b) parameter priegeika priamky s rovinou
c) vzdialenog bodu A[1;2;1], ktory leZi na priamke, od roving

Odvad'te vzorec pre vypeet objemu a povrchu pravidelného Stvorstena.
Vypocitajte: a) odchylku bitnej hrany od roviny podstavy
b) odchylku bonej steny od roviny podstavy

Dokazte, Ze teleso, ktoré vznikne rotaciou trojufl@d okolo jednej jeho strany, ma objem
Y :gn.v.s, kdeSje obsah trojuholnikaaje vySka na stranu, okolo ktorej rotuje.

Pri rieSeni tlohy vyuZite nasledovny poznatok:

Rotéaciou pravouhlého trojuholnikaBC okolo odvesnyBC vznikne rotény kuzé, rotaciou toho
istého pravouhlého trojuholnikABC okolo odvesnyAC vznikne iny rotany kuzd'. Vypocitajte
pomer objemov tychto dvoch kuze.

Do gule s polomerom 6 cm je vpisany rovnostranigo/a rovnostranny kuge

a) Vypcaitajte polomer a vySku rovnostranného valcacéeukd’ko percent z objemu gule zabera
objem valca.

b) Vypciitajte polomer a vySku rovnostranného KigZa utte kd’ko percent z objemu gule zabera
objem kuZzé&a.

Odvad'te vzorec pre vypeet objemu zrezaného kuze ktorého podstavy su kruhy vpisané a opisané
dvom stenam kocky s hrana Porovnajte objemy zrezaného kige kocky.

Dané je kockadABCDEFGH s hranoua. Vrcholmi jednej podstavy zrezaného ihlana sudstisran
stenyEFGH (,vpisany Stvorec*), strany druhej podstavy zretamihlana obsahuju body A, B, C, D
(,opisany Stvorec").
Odva'te vzorec pre: a) obsah plaZrezaného ihlana

b) povrch zrezaného ihlana

c) objem zrezaného ihlana

Dokazte, Ze povrch gule, ktord sa dotyka vSetkyan Fkocky, sa rovna rozdielu povrchovIgu
kocke opisanej a vpisanej.
Vypocitajte, kd’ko percent z objemu kocky zabera objem vpisan&.gul

Dokazte, ze priamka je r6znobezna s rovinop a bod M nelezi ani na priamke ani v rovine.
Najdite na priamkep bod K, pre ktory je priamkakM rovnobeZna s rovinow.
p:X+7Ty-3+4=0 p={[2-4t;3;4-t];t0OR} M [3; -2; -2]

Dokazte, ze bodyA[2; 1; 6] B[O; -1; -6] C[-1; 2; 0] ukuju rovinu a napiste:
a) jej parametrické rovnice

b) vSeobecnu rovnicu

c) vypcitajte stradnice bodov, v ktorych roviABC pretina os 0, 0, , 0, .
d) rozhodnite¢i body K[2; 4; 15] L[-3; 2; 6] lezia v rovineABC

e) vypaitajte z[OR tak, aby bodV[-2; 1; Z] lezal v rovineABC

Dokézte, Zze priamky p={[1+2t; -1+2;3-t];t0OR} q={4+3s;3+3;1];s0R}
st mimobezné. Ukazte, Ze neexistuje rolt@a obsahuje priamkyp, g .



Kombinatorika, pravdepodobnost’, Statistika:

1.

Dokazte, ze pravdepodobripge nahodne vybrané dvojcifertiélo bude prvéislo, alebo mocnina
Cisla 2 je 26,67 %.

Traja strelci strigaju (kazdy raz) na ten isty tePrvy zasiahne cfes pravdepodobnésu 0,7, druhy
s pravdepodobnd@su 0,8 a treti zasiahne zo sto pokusov presnglfite, Ze pravdepodobnpZe
ter¢ zasiahnu asporaz je 99,94%

Dokazte, 7e pre & 2 plati, ze (WD _o[ M |-,
(n-1)! n-2

Dokazte, ze:
a) n.(n-1)! +n.n! = (n+1)!
b) n!+rf.(n-1)! = (n+1)!

(n-1)!

Ukazte, ze rovnica
2.(n-3)!

-n=19 ma jediny korg, pricom n= 5

11
UkaZzte, Ze neexistufden binomického rozvoja vyraz(lJlOy—%] ktory by neobsahoval y.
y



